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Resumen. En este artículo analizamos algunos aspectos de la vida de Hermann Grassmann como
poli-matemático. Citamos como un ejemplo interesante su teoría de mezcla de los colores.
Palabras clave: Teoría de la extensión ( Ausdehnungslehere), mezcla de colores, el concepto de espacio vectorial,
lingüista.
Abstract. In this paper we present some facts in the life as polymath of Hermann Grassmam. As an
interesting example we cite his theory of color mix.
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1.1 Biografía
Hermann Grassmann nació en Stettin (Prusia, hoy Polonia) el 15 de abril (el
mismo día que Euler) de 1809 y murió el 26 de septiembre de 1877 en la misma
ciudad. Fue un lingüista y matemático alemán. También fue físico, humanista,
erudito y editor. Fue el tercero de los doce hijos de Justus Günter Grassmann
y Johanne Luise Friederike Medenwald. Su abuelo materno y su padre fueron
pastores, aunque este último consiguió un puesto como profesor de matemáticas
y física, e hizo importantes estudios académicos sobre todo en el campo de la cristalografía.
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Su hermano menor Robert (8 de marzo 1815 in Stettin; 14 de agosto,1901 in Stettin) también se dedicó
a las matemáticas y ambos trabajaron conjuntamente en múltiples ocasiones.
Durante la infancia su madre fue la encargada de su educación, pero más tarde entró en una escuela
privada. Después estudió en el Instituto de Stettin, donde daba clases de matemáticas su padre. No
destacó especialmente en ninguno de sus años de estudios secundarios, hasta el punto de que su padre
pensó que debería dedicarse a alguna actividad manual, como jardinero o artesano
Aprendió a tocar el piano al mismo tiempo que realizaba sus estudios, los cuales mejoraron hasta
quedar 2ºde su promoción tras los exámenes finales. Después de terminar en el Instituto, Hermann
decidió estudiar teología, junto a su hermano Robert, en la Universidad de Berlín en 1827. No cursó
ninguna asignatura relacionada con la rama de las ciencias; ni matemáticas, ni física.
En 1830, tras acabar su carrera de teología, volvió a Stettin. A pesar de no haber realizado nunca es-
tudios relacionados con las matemáticas, éstas eran el campo que más le interesaba, y pasó un año
investigando y preparándose para las pruebas para profesor de matemáticas, las que se presentó en
1831 en Berlín. Cumplido este requisito obtuvo el permiso para dar clases en los primeros cursos de
los estudios secundarios. En 1832 consiguió una plaza en el instituto donde trabajaba su padre.
Durante esta época realizó sus primeros trabajos significativos, que más tarde le llevarían hasta sus
realmente innovadoras ideas.
En 1835, inició su docencia con clases de física, alemán, latín y religión en un nuevo centro (Otto
Schule). Como estaba habilitado para impartir cursos solo de los niveles más bajos tuvo que asumir
todo tipo de materias.
En los cuatro años siguientes, Grassmann superó los exámenes que le permitieron concentrarse en dar
clases de matemáticas, física, química y mineralogía en todos los niveles de los centros de educación
secundaria.
En 1847 pasa a ser " Oberlehrer" y en 1852 se le asignó el puesto que anteriormente había desempeñado
su padre en el Instituto de Stettin„ obteniendo, de ese modo, el título de profesor. En 1847 solicitó al
ministro prusiano de Educación ser tenido en cuenta para el desempeño de un puesto de profesor
universitario, y el ministro solicitó a Ernst Eduard Kummer su opinión acerca de Grassmann. Kummer
contestó diciendo que el ensayo de Grassman, había sido premiado en 1846„ el cual tenía "(...) buen ma-
terial expresado de modo inadecuado". Este informe de Kummer acabó con la esperanza de Grassmann
de llegar a obtener una plaza de profesor universitario. Este episodio confirma además el hecho de que
las autoridades con las que Grassmann se contactó nunca reconocieron la importancia real de sus ideas.
Durante los disturbios políticos que se desarrollan en Prusia en 1848-49, Hermann y Robert Grassmann
editaron un periódico en Stettin para apoyar la unificación de Alemania en el marco de una monarquía
constitucional. Después de escribir una serie de artículos sobre leyes constitucionales, Hermann, cada
vez menos de acuerdo con la línea política del periódico, decidió retirarse de esta cruzada.
Su actividad política, sin embargo, no le impidió dedicarse simultáneamente a variadas actividades
científicas y culturales. Entre los muchos temas que abordó Grassmann está su ensayo sobre la teoría
de las mareas. Lo elaboró en 1840, tomando como base la teoría de la Méchanique analytique de La-
grange y de la Méchanique céleste de Laplace, pero exponiendo esta teoría por métodos vectoriales,
sobre los que trabajaba desde 1832. Este ensayo, publicado por primera en los Collected Works de 1894-
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1911, contiene el primer testimonio escrito de lo que hoy se conoce como álgebra lineal y la noción de
espacio vectorial. Grassmann desarrolló estos métodos en Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig
der Mathematik y Die Ausdehnungslehre: Vollständig und in strenger Form bearbeitet.
En 1844, Grassmann publica su obra maestra, Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Math-
ematik, más conocido como Ausdehnungslehre, que se puede traducir como "teoría de la extensión" o
"teoría de las magnitudes extensivas". Después de proponer en Ausdehnungslehre nuevas bases para
todas las matemáticas, el trabajo empieza con definiciones de naturaleza más bien filosófica.y, los con-
ceptos matemáticos se mezclan con ideas filosóficas y teológicas, sobre todo de la cultura india.
Grassmann demostró además que si la geometría se hubiese expresado en forma algebraica ,como él
proponía, el número tres no hubiese desempeñado el papel privilegiado que tiene como número que
expresa la dimensiones espaciales; de hecho, el número de posibles dimensiones de interés para la
geometría es ilimitado.
Grasssmann había enviado a Cauchy y Saint Venant un ejemplar de su trabajo. Cauchy hizo luego
publicaciones con contenidos que señalan un indudable parentesco con la perspectiva de Grassmann,
pero nunca dio crédito a Grassmann. Fue Hankel el primero en reconocer el gran aporte de Grassman,
en 1867, en este sentido Moebius también apoyo el trabajo matemático de Grassmann.
Grassmann tuvo once hijos, de los que siete llegaron a adultos. Uno de sus hijos, Hermann Ernst Grass-
mann, llegó a profesor de matemáticas en la Universidad de Giessen. Grassman fue un autodidacta
en matemáticas, lo que no le resto méritos para convertirse en uno de los gigantes en esta disciplina.
Algunos matemáticos famosos autodidactas fueron: André Bloch (a quien analizaré en un próximo
número), Srinivasa Ramanujan, Thomas Simpson, William Gibson.
1.2 La teoría sobre la mezcla de los colores.
En 1853 publica su polémico trabajo sobre la mezcla de colores, oponiéndose de alguna manera a
Helmholtz: Zur Theorie der Farbenmischung.
En mi opinión Grassmann busca estructuras en la naturaleza y en el universo, las cuales puedan ser
manipulables y de alguna manera “algebraizadas” . Como conclusión de este trabajo expresa (traduc-
ción al inglés)
“Only when this question has been sufficiently discussed can we dare to try and find the law according
to which the oscillations of the ether, which correspond to the different colors, come together in the
nerves or sensory organs to form simple color-impressions. The theory of different colors and colorless
light depends on how we solve this problem.”
La teoría de la mezcla de colores todavía se usa, aún cuando hay una muy fuerte evidencia que no
refleja bien la realidad cuando las longitudes de onda son pequeñas (Joel Pokorny, Vivianne, C. Smith,
Jun Xu)
Mauro Buscarol ([1]) hace una síntesis crítica interesante de esta teoría de mezcla de colores que me
permito transcribir:
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“Por Mauro Boscarol, 3 de enero de 2011.
Hermann Günther Grassmann publicó el famoso artículo Sobre la teoría de la mezcla de los colores (Über
die Theorie der Farbenmischung) en 1853. Es históricamente interesante que en octubre de 1852 Grass-
mann hubiera anticipado su teoría sobre la mezcla de los colores en una conferencia dada en la
Sociedad de Física de Stettin (Physikalischen Gesellschaft zu Stettin)— La ocasión para la elaboración
de este artículo se la ofreció a Grassmann un artículo de Hermann von Helmholtz en el que este
autor, dedicado a la investigación de los pares de colores cuyo resultado daba blanco —los colores
complementarios—, afirmaba que sólo había podido encontrar el par de complementarios amarillos–
índigo. Helmholtz avanzaba por ello la hipótesis de que para producir el blanco eran necesarios al
menos tres colores espectrales.
En su artículo, Grassmann se proponía demostrar dentro de un marco teórico, que el modelo de Isaac
Newton, por el contrario, implicaba la existencia de un número infinito de parejas de colores comple-
mentarios.
Los postulados de Grassmann. Para demostrar rigurosamente estas afirmaciones, Grassman for-
muló cuatro postulados, es decir: cuatro leyes que resumían la experiencia de un observador em-
peñado en el estudio de la mezcla aditiva de los colores. Estas leyes eran el fundamento teórico sobre
el que se podía construir rigurosamente —matemáticamente— la teoría de los colores y expresar las
propiedades del metamerismo en conexión con la síntesis aditiva.
Para fundamentar la teoría, Grassmann propuso considerar como términos básicos tres atributos per-
ceptuales del color:
• Tono (Farbenton).
• Brillo del color (Intensität der Farbe).
• Brillo del blanco (Intensität des beigemischten Weiss), es decir, el brillo del componente acromático
del color.
Grassmann introdujo también dos términos derivados:
• Brillo total = Brillo del color + brillo del blanco.
• Saturación = Brillo del color / brillo total.
Definidos estos términos, Grassmann avanzó los siguientes postulados.
1. Una sensación de color se especifica por completo con tres magnitudes: El tono, el brillo del
color y el brillo del blanco.
2. Si una luz varía de forma continua, también la sensación del color de la mezcla aditiva con una
otra luz que permanezca fija variarán de forma continua.
3. El resultado de una mezcla aditiva de colores depende sólo de su aspecto y no de su composición
física.
4. La intensidad total de una mezcla aditiva de colores es la suma de la intensidad total de los
colores mezclados.
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Las leyes de Grassmann como se ha llamado a estos postulados eran, en intención del autor, afirma-
ciones evidentes que constituían la base a partir de la cual extraer por deducción las demás afirma-
ciones de la colorimetría.
La primera ley de Grassmann. Una sensación de color se especifica completamente con tres magnitudes:
Tono, brillo del color y brillo del blanco.
Este postulado afirma que para definir una sensación de color es necesario y suficiente especificar tres
magnitudes independientes. Newton ya había establecido que cualquier color —espectral o no— se
podía especificar como la mezcla de una determinada cantidad de un color espectral con una deter-
minada cantidad de blanco. Las tres magnitudes que especifican un color cualquiera son por tanto
—para Newton y para Grassmann— el tono (Farbenton), es decir, el único color espectral que mez-
clado con blanco da el color en cuestión, el brillo del color (Intensität der Farbe) y el brillo del blanco
(Intensität des beigemischten Weiss).
Grassmann describió también un dispositivo experimental con el que es posible medir estas tres mag-
nitudes y presentó este primer postulado como algo experimentalmente evidente en tanto que. . .
Hasta ahora ningún observador ha permitido dar otro elemento que determine la sensación del color
y el mismo lenguaje al describir una sensación de color sólo conoce estos tres elementos.
Los diversos tonos constituyen una serie circular que incluye todos los colores del espectro especifi-
cables por su refractividad —como hacía Newton— o por su longitud de onda —como podría hacer
Grassmann, que sin embargo se remite a las líneas de Fraunhofer.
Sobre este punto, Grassmann comete un error que sin embargo no invalida su teoría. De hecho, juz-
gaba igual el tono del extremo rojo y del extremo púrpura del espectro, más o menos como hacía
Newton, y llamaba "púrpura" a este tono, lo que le permitía cerrar el espectro de forma circular.
En realidad, como demostraría Helmholtz, los dos extremos (rojo y púrpura) no tienen el mismo
matiz y ninguno de los dos es púrpura. Sin embargo, es cierto que mezclando aditivamente rojo y
púrpura se obtienen diversos grados de púrpura. Este error hizo extraer a Grassman conclusiones
erróneas a propósito de los colores complementarios.
En este primer postulado, Grassmann indica aquello que hoy día se denominan las dimensiones del
espacio de los colores, introduciendo tres magnitudes independientes. La cuestión de las dimensiones
y de su independencia se contenía en los fundamentos mismos de la obra principal de Grassmann,
Ausdehnungslehre, donde Grassmann tuvo oportunidad de verificarla con ejemplo concreto de la nat-
uraleza.
Grassmann afirmó, presentando una base específica, que las dimensiones del espacio de los colores
son tres. La base está formada por el tono, la intensidad del color y la intensidad del blanco. Como
se aclara más adelante, la base también puede estar formada por otra terna, por ejemplo, la canti-
dad de tres colores independientes —los míticos tres colores primarios perseguidos desde finales del
setecientos—.
La segunda ley de Grassmann. Si una luz varía de forma continua, la sensación de color de la mezcla
aditiva con otra luz fija también varía de forma continua.
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Para Grassmann, un tono varía de forma continua cuando varía de forma continua la longitud de
onda y además, cuando llega a la máxima longitud de onda se pasa a la mínima (púrpura) y vicev-
ersa (a través del púrpura). El paso del púrpura al rojo a través del púrpura es continuo para el ojo,
como es el caso de cualquier otra pareja de colores vecinos. Aunque las observaciones no han permi-
tido establecer todavía los límites en los cuales las distintas longitudes de onda se corresponden con
la misma sensación de color.
Una sensación de color varía de forma continua cuando varían de forma continua el brillo del color,
el brillo del blanco y, si el brillo del color no es nulo, también el tono. Si el brillo del color es nulo —es
decir, si las variaciones se producen a través del blanco—, un tono se puede transformar de forma
continua en otra longitud de onda completamente distinta.
Según Grassmann, también este segundo postulado se confirma por la experiencia como un salto que
hasta ahora nadie había percibido.
Sobre el tema de la continuidad, Grassmann se separa claramente de la descripción de Newton, quien
por el contrario había privilegiado una división discreta del espectro en siete colores principales.
Grassman, por el contrario, asumió esta condición de continuidad de modo tan riguroso que llega a
suponer que el púrpura tiene el mismo aspecto que el rojo extremo, de modo tal que el círculo se
cierra definitivamente. . Como ya se ha dicho, la formulación se vuelve correcta introduciendo una
serie de colores entre el rojo y el púrpura , no sólo un color —el púrpura—, el púrpura, sino una serie
de púrpuras. Con esta modificación, la experiencia confirma este postulado: No se han observado
cambios bruscos del color al variar de forma continua la luz que produce la sensación.
La tercera ley de Grassmann. El resultado de una mezcla aditiva de colores depende sólo de su aspecto y
no de su composición física.
El tercer postulado tiene gran importancia porque permite abstraer las características físicas de la luz
y hablar simplemente de colores. Eso ha permitido a Grassmann interpretar los colores como vectores
y la mezcla de dos colores como la suma de dos vectores.
Ya se había visto en Newton que dos colores que parecen iguales pueden tener características espec-
trales distintas. Por ejemplo: El color M se puede formar mezclando A y B o mezclando C y D. En
el primer caso, la característica espectral de M es la suma de las características espectrales de A y B,
y en el segundo caso de C y D. Dos colores que se muestran iguales pero que tienen características
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espectrales distintas se llaman colores metaméricos.
Cabe preguntarse si dos colores metaméricos —es decir, dos colores visualmente iguales pero física-
mente distintos— que se mezclan con un tercer color dan como resultado dos colores iguales o, por
el contrario, el resultado de la mezcla depende también de las característica físicas. La experiencia
que proporciona la experiencia es que el resultado de una mezcla de colores es independiente de sus
características espectrales y depende sólo de su aspecto.
La cuarta ley. La intensidad luminosa de una mezcla aditiva de colores es la suma de la intensidad luminosa
de los colores mezclados.
Es decir, la intensidad de una mezcla es aditiva. De hecho, este postulado se conoce también como
la "aditividad de la luminosidad" y como ley de Abney. Hoy día se sabe que esta afirmación sólo es
verdad en algunos casos .
Esta ley no está tan bien fundamentada como las precedentes, pero por las observaciones teóricas
parece la más probable.
Por sugerencia de Helmholtz, esta afirmación se usa para definir la luminancia, es decir, la magnitud
fotométrica correspondiente a la magnitud radiométrica correspondiente de la radiancia.
Como resaltó MacAdam , el término intensidad, que es "apropiado sólo para fuentes puntiformes y
no para amplias áreas de color como las que Grassmann discute".
Los colores complementarios. Aparte de enumerar los cuatro postulados, Grassmann no saca
ninguna consecuencia. De los dos primeros postulados se puede deducir matemáticamente que "para
cada color existe otro color espectral que, mezclado con el primero, da blanco" o, en términos moder-
nos, que para cualquier color existe un color espectral aditivamente complementario.
Por todo lo dicho más arriba, esta conclusión no es correcta. Las distintas gradaciones de verde no
tienen complementarios espectrales. Los complementarios del verde son precisamente aquellos púr-
puras —mezcla de púrpura y rojo, por tanto no espectrales— que Grassmann no llegaba a considerar
en la serie de los tonos y que fueron introducidos por Helmholtz.
La representación geométrica de los colores.
Establecida la cuestión de los colores complementarios, Grassmann introduce la representación ge-
ométrica (que hoy llamamos vectorial) de los colores. Los cuatro postulados garantizan que los colores
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obedecen a las leyes del baricentro y que su mezcla se pueden representar como sumas geométricas,
aquello que Grassmann ya había representado en la Ausdehnungslehre (publicada en 1844) y en la que
había demostrado que el baricentro de dos pesos A y B aplicado en los puntos a y b se puede calcular
mediante una regla descrita hoy en cualquier manual de física general.
Se colige que cada color se puede representar en sus tres dimensiones con un punto y un peso en
el círculo cromático. La dirección en la que este punto C sale del centro indica el tono, el peso del
punto, la intensidad total de la luz. El producto de la intensidad total para la distancia del centro es
la intensidad del color. El producto de la intensidad a la periferia es la intensidad del blanco. Si se
define la saturación como la intensidad del color dividido por la intensidad de la luz, esa saturación
se representa simplemente como la distancia del centro.
La conclusión de Grassmann es que de sus cuatro leyes, cada una ampliamente confirmada por la
experiencia, se deducen resultados que están de acuerdo con la norma empírica de Newton y que esa
deducción se hace "de forma puramente matemática".
Sin embargo, según Grassmann, el modo en el que Newton distribuye los colores homogéneos sobre
la circunferencia de su círculo necesita una revisión total. Esta revisión sería realizada por Helmholtz
y sus discípulos y llevaría en 1931 a la definición del diagrama de cromaticidad tal y como lo conoce-
mos en la actualidad.
Las versiones modernas de las leyes de Grassmann. Los primeros reflejos de las leyes de Grass-
mann se encuentran en Helmholtz y Maxwell. Helmholtz la emplea y da una versión propia en su
Manual de óptica fisiológica, mientras que Maxwell lo usa para comenzar a medir la ubicación de los
colores espectrales, un objetivo indicado por el mismo Grassmann en su artículo. König y Dieterici
perfeccionaron sucesivamente el trabajo de Maxwell y su determinación de los colores espectrales es
el punto de partida de todas las investigaciones en este campo.
Desde entonces se encuentran en la literatura distintas formulaciones de las leyes de Grassmann , entre
ellas las de Erwin Schrödinger, Manfred Richter o P. J. Bouma. Krantz da una exposición matemática
formal. Indicando con el símbolo de igualdad = la correspondencia metamérica entre estímulos de
color, con el singo matemático de suma + la mezcla aditiva de estímulos de color y dados los estímu-
los de color A, B, C y D, se exponen las siguientes propiedades:
• Simetría
Si A = B entonces B = A
• Transitividad
Si A = B y B = C entonces A = C
• Proporcionalidad
Si A = B entonces aA = aB para todo número real a ∈ R, a 6= 0.
• Aditividad
Si A = B y C = D entonces (A + C) = (B + D). Si A = B y A + C = B + D entonces C = D.
Las primeras dos propiedades (juntas en la propiedad reflexiva A = A) definen una relación de equiv-
alencia entre los estímulos de color, la relación entre los estímulos metaméricos. Los colores pueden
ser, por tanto definidos como clases de equivalencias entre los estímulos de colores que parecen cor-
responderse subjetivamente.
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La tercera (proporcionalidad) establece la compatibilidad entre las variaciones de intensidad de un
estímulo de color y la relación de metamerismo, afirmando pues que el metamerismo se conserva si
hay una variación de intensidad.
De forma análoga, la cuarta propiedad (aditividad que se deriva de la tercera ley de Grassmann)
afirma que la relación del metamerismo se conserva cuando a cada uno de los dos estímulos metaméri-
cos se le mezclan estímulos metaméricos.
El conjunto de los estímulos de color constituyen por tanto (un cono convexo en) un espacio vectorial
de números reales, que es el espacio del triestímulo. La primera ley de Grassmann afirma que este
espacio es vectorial y tridimensional. ”
Su traducción y diccionario sánscrito al alemán de Rig-Veda y el Ayur-Veda ( libros sagrados del
Hinduismo que contienen himnos representativos y formulas de medicina) sigue siendo una referencia
filológica. Aprendió esta lengua muerta de manera autodidacta.
Algunas publicaciones de Grassman y publicaciones sobre Grassmann
• Grassmann,H Die lineale Ausdehnungslehre. Leipzig: Wiegand,1844
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• Grassmann,H Lehrbuch der Mathematik für höhere Lehrenstalten, Band 1. Berlin: Enslin.,1861
• Grassmann,H Die Ausdehnungslehre, vollstandig und in strenger Form bearbeitet. Berlin: Enslin. Aquí
se presenta la teoría de la dilatación de una manera más concisa,1862
• Grassmann,H Gesammelte mathematische und physikalische Werke, in 3 vols. Friedrich Engel ed.
Leipzig: B.G. Teubner, 1894-1911
• Grassmann H. Zur Theorie der Farbenmischung, DOI 10.1002/andp.18531650505,1853
Sobre Grassman:
• Crowe, Michael, 1967. A History of Vector Analysis. Notre Dame University Press.
• Fearnley-Sander, Desmond, 1979, " Hermann Grassmann and the Creation of Linear Algebra,"American
Mathematical Monthly 86: 809-17.
• ——–, 1982, " Hermann Grassmann and the Prehistory of Universal Algebra,"Am. Math. Monthly
89: 161-66.
• ——-, and Stokes, Timothy, 1996, " Area in Grassmann Geometry". Automated Deduction in Geom-
etry: 141-70
• Roger Penrose, 2004. The Road to Reality. Alfred A. Knopf.
• Schlege, Victor, 1878. Hermann Grassmann: Sein Leben und seine Werke. Leipzig: F.A. Brockhaus.
• Schubring, G., ed., 1996. Hermann Gunther Grassmann (1809-1877): visionary mathematician, scientist
and neohumanist scholar. Kluwer.
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